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摘 要： 一直以来，理想的存取结构具有的特性是秘密共享领域中主要的开放性问题之一，并且该问题与拟阵

论有着密切的联系．多部存取结构是指将参与者集合划分为多个部分，使得同一部分中的参与者在存取结构中扮演等
价的角色，由于每个存取结构都可以看作是多部的，于是多部存取结构的特性被广泛地研究．在 ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ’０７上，
Ｆａｒｒａｓ等人研究了秘密共享方案中理想多部存取结构的特性．他们的工作具有令人振奋的结果：通过研究多部拟阵和
离散多拟阵之间的关系，他们得到了多部存取结构为理想存取结构的一个必要条件和一个充分条件，并且证明了一个

多部拟阵是可表示的当且仅当其对应的离散多拟阵是可表示的．在文中，他们给出了一个开放性问题：可表示的离散
多拟阵具有的特性，即哪些离散多拟阵是可表示的，哪些是不可表示的．本文给出并证明了一类不可表示的离散多拟
阵，即给出了一个离散多拟阵为不可表示的离散多拟阵的一个充分条件．我们将这一结论应用于 Ｖａｍｏｓ拟阵，于是得
到了一族不可表示的多部拟阵，同时我们利用向量的线性相关和线性无关性对 Ｖａｍｏｓ拟阵的不可表示性给出了新的
证明．
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１ 引言

１９７９年，Ｂｌａｋｌｅｙ［１］和 Ｓｈａｍｉｒ［２］分别独立地提出秘密
共享的概念．此后，由于秘密共享方案在信息安全领域
得到了广泛应用［２２～２５］，秘密共享的理论与模型都得到

了迅速发展．简单地说，秘密共享方案就是在多个参与
者之间共享一个主秘密，即分发给每个参与者一些相关

信息，称为子秘密，使得只有授权集中的参与者才能联

合从他们的子秘密中恢复主秘密，同时，非授权集中的

参与者联合他们的子秘密不能获得关于主秘密的任何

信息．通常称所有授权集的集合为存取结构（设为Γ），
ｍｉｎΓ＝｛Ａ∈Γ∶ＢＡＢΓ｝称为最小存取结构，Γ
和ｍｉｎΓ是相互唯一确定的．

子秘密的长度是决定秘密共享方案复杂度的主要

因素．在所有的秘密共享方案中，子秘密的长度总是大
于或等于主秘密的长度．如果每一个子秘密的长度都
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等于主秘密的长度，称该方案为理想的秘密共享方案，

理想的秘密共享方案具有的存取结构被称为理想的存

取结构．理想的存取结构具有的特性是秘密共享领域
中主要的开放性问题之一，并且该问题与拟阵论有着

密切的联系．
Ｂｒｉｃｋｅｌｌ［４，１８］最先发现了理想秘密共享方案和拟阵

之间的联系：每一个理想的存取结构都是与拟阵相关

联的，即每一个理想的存取结构都可确定一个拟阵，得

到的拟阵称为秘密共享可表示的拟阵．并且每一个可
表示的拟阵（即能够被有限域上的一个矩阵所表示）都

是秘密共享可表示的拟阵，也就是说，与可表示的拟阵

相关联的存取结构均为理想的存取结构．此后，大量的
工作用于研究秘密共享可表示的拟阵的特性．其中 Ｖａ
ｍｏｓ拟阵是第一个被证明为秘密共享不可表示的拟阵．

所谓多部存取结构是指，将参与者集合划分为多

个部分，使得同一部分中的参与者在存取结构中扮演

等价的角色．例如，参与者 ｐ１和 ｐ２属于同一部分，如果
将存取结构中的 ｐ１与 ｐ２互换，则互换后的存取结构等
于互换前的存取结构．实际上，每一个存取结构都是多
部的，因为我们可以认为每一个参与者构成一个部分，

即部分总数等于参与者总数．研究多部存取结构的特
性有着广泛的实际应用前景，尤其是部分总数很小而

参与者总数很大的情况．因此研究理想多部存取结构
的特性被认为是解决上述开放性问题（即理想存取结

构具有的特性）的重要途径之一．
多部存取结构的概念最先由 Ｓｈａｍｉｒ在文献［２］中提

到，其中称为加权的门限存取结构．此后，Ｂｒｉｃｋｅｌｌ［４，１８］和
Ｓｉｍｍｏｎｓ［７］以及众多其他学者［２５，２６］对理想多部存取结构
的特性都进行了研究并且为不同种类的多部存取结构

构造了理想的秘密共享方案［３～９，１８］．文献［１０］和［１１，１２］
分别独立地给出了二部存取结构的完全特性．文献［１３］
和［１４］先后给出了理想三部存取结构的部分和完全特
性．最近，在 ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ’０７上，Ｆａｒｒａｓ等人［１４］研究了秘
密共享方案中理想多部存取结构的特性．他们的工作具
有令人振奋的结果：通过研究多部拟阵和离散多拟阵之

间的关系，他们得到了多部存取结构为理想存取结构的

一个必要条件和一个充分条件，并且证明了一个多部拟

阵是可表示的当且仅当其对应的离散多拟阵是可表示

的．在文中，他们给出了一个开放性问题：可表示的离散
多拟阵具有的特性，即哪些离散多拟阵是可表示的，哪

些是不可表示的．在本文中，由多部拟阵与离散多拟阵
之间的对应关系，我们给出并证明了离散多拟阵为不可

表示的一个充分条件．具体地，我们将这一结论应用于
Ｖａｍｏｓ拟阵，于是得到了一族不可表示的多部拟阵（即
Ｖａｍｏｓ家族），同时本文利用向量的线性相关和线性无关
性对Ｖａｍｏｓ拟阵的不可表示性给出了新的证明．

２ 基本概念

在本节我们将对拟阵以及拟阵与理想秘密共享方

案之间的联系，多部存取结构以及多部拟阵与离散多

拟阵之间的联系作必要的介绍．
２１ 拟阵和理想秘密共享方案

关于拟阵和理想秘密共享方案的相关知识读者可

分别参阅文献［１５，１７］和［１６］．
一个拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）由有限集合Ｑ以及集合ＩＰ

（Ｑ）（Ｐ（Ｑ）为Ｑ的幂集）构成，使得：
（１）φ∈Ｉ；
（２）若 Ｉ１∈Ｉ并且 Ｉ２Ｉ１，则 Ｉ２∈Ｉ；
（３）若 Ｉ１，Ｉ２∈Ｉ并且｜Ｉ１｜＜｜Ｉ２｜，则一定存在 ｘ∈Ｉ２

－Ｉ１使得 Ｉ１∪｛ｘ｝∈Ｉ．
其中Ｑ称为拟阵Ｍ 的基础集（ｇｒｏｕｎｄｓｅｔ），Ｉ中的元素
称为Ｍ 的无关集（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓ）．元素个数最大的无
关集称为拟阵的基（ｂａｓｅｓ）．所有的基组成的集合 Ｂ唯
一确定一个拟阵．由文献有，ＢＰ（Ｑ）为拟阵在 Ｑ上的
基所组成的集合，当且仅当：

（１）Ｂ是非空的；
（２）对于任意 Ｂ１，Ｂ２∈Ｂ且 ｘ∈Ｂ１－Ｂ２，一定存在

ｙ∈Ｂ２－Ｂ１使得（Ｂ１－｛ｘ｝）∪｛ｙ｝是Ｂ中的元素．
所有的基拥有相等的元素个数，该元素个数记为

拟阵Ｍ 的秩 ｒ（Ｍ）（ｒａｎｋ）．非无关集称为相关集（ｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓ）．最小的相关集（即不存在一个相关集为它
的子集）称为路（ｃｉｒｃｕｉｔ）．如果对于每两个点 ｘ，ｙ∈Ｑ，都
存在一个路 Ｃ使得ｘ，ｙ∈Ｃ，则称该拟阵是连通的（ｃｏｎ
ｎｅｃｔｅｄ）．对于任意 ＸＱ，Ｘ的所有子集中元素个数最
大的无关集所拥有的元素个数等于Ｘ的秩ｒ（Ｘ）．显然，
Ｑ的秩就是拟阵 Ｍ 的秩．拟阵的秩函数 ｒ：Ｐ（Ｑ）→ＺＺ
满足：

（１）对于任意 ＸＱ，有０≤ｒ（Ｘ）≤｜Ｘ｜；
（２）ｒ是单调递增的，即若 ＸＹＱ，则 ｒ（Ｘ）≤

ｒ（Ｙ）；
（３）对于任意 Ｘ，ＹＱ，有 ｒ（Ｘ∩Ｙ）＋ｒ（Ｘ∪Ｙ）≤

ｒ（Ｘ）＋ｒ（Ｙ）．
设 Ｋ为一个有限域，若存在 Ｋ上的一个矩阵Ｍ，其

中 Ｍ的每一列与Ｑ中的每一个元素是一一对应的，使
得 Ｉ＝｛ｉ１，…，ｉｋ｝Ｑ为无关集当且仅当矩阵 Ｍ中与Ｉ
对应的列是线性无关的，则称拟阵 Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）为ＫＫ上
可表示的（ＫＫ＝－ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｂｌｅ）．同时，我们称矩阵 Ｍ为
拟阵Ｍ 的一个ＫＫ上表示法．显然，矩阵 Ｍ的秩等于拟
阵Ｍ 的秩，Ｍ的列数等于Ｑ中的元素个数．

下面我们来介绍拟阵与理想秘密共享方案之间的

联系．
在文献［１８］中，Ｂｒｉｃｋｅｌｌ和 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ首次发现了拟
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阵与理想秘密共享方案之间的联系．此后大量的学者
开始研究秘密共享可表示拟阵的特性．对于一个拟阵
Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）和一个点 ｐ０∈Ｑ（ｐ０是一个特殊的参与者称
为ｄｅａｌｅｒ），在参与者集合 Ｐ＝Ｑ－｛ｐ０｝上，通过确定最
小存取结构ｍｉｎΓｐ０（Ｍ）＝｛ＡＰ：Ａ∪｛ｐ０｝是 Ｍ 的一
个路｝（即 ｒ（Ａ∪｛ｐ０｝）＝ｒ（Ａ）＝｜Ａ｜），我们可以得到对
应的存取结构．以这种形式定义的存取结构称为与拟
阵相关联（ｍａｔｒｏｉｄｒｅｌａｔｅｄ）的存取结构．在文献［１８］中给
出了存取结构为理想存取结构的一个必要条件，即每

一个理想的存取结构都是与拟阵相关联的，具体地说，

每一个理想的秘密共享方案（设参与者集合为 Ｐ）都可
以确定一个拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）（其中 Ｑ＝Ｐ∪｛ｐ０｝），使得

Γｐ０（Ｍ）为该理想秘密共享方案的存取结构．像这样由

理想的秘密共享方案得到的拟阵称为秘密共享可表示

（ｓｅｃｒｅｔｓｈａｒｉｎｇｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｂｌｅ）的拟阵．
若拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）可用有限域ＫＫ上的矩阵Ｍ来表

示，设 Ｍ为一个ｋ×（ｎ＋１）阶矩阵，Ｅ为ＫＫ上一个有限
维向量空间，维数 ｄｉｍＥ＝ｋ．对于任一 ｉ∈Ｑ，定义满射
线性映射πｉ：Ｅ→ＫＫ，其中 Ｍ的第ｉ列即对应线性形式

πｉ．此时，对于任一 ｘ∈Ｅ，计算 ｓｉ＝πｉ（ｘ）∈ＫＫ，即为参
与者 ｉ∈Ｐ的子秘密，ｓ＝πｐ０（ｘ）∈ＫＫ为主秘密（其中 Ｑ
＝Ｐ∪｛ｐ０｝）．于是我们利用矩阵 Ｍ的列定义了一个理
想秘密共享方案，使得Γｐ０（Ｍ）为该理想秘密共享方案
的存取结构．也就是说，与可表示的拟阵相联的存取结
构一定是理想的．文献［４］中给出了这个存取结构为理
想存取结构的充分条件，即所有可表示的拟阵都是秘

密共享可表示的．
２２ 多部存取结构，多部拟阵和离散多拟阵

（１）设 Ｐ为一个集合，Ｐ（Ｐ）为 Ｐ的幂集．Ｐ上的一
个ｍ划分（ｍｐａｒｔｉｔｉｏｎ）Π＝｛Ｐ１，…，Ｐｍ｝是指将 Ｐ划分
为ｍ个不相交的非空子集，即 Ｐ＝Ｐ１∪…∪Ｐｍ．

（２）设集合ΛＰ（Ｐ），对于 Ｐ上的一个置换σ，定
义Λ的置换为σ（Λ）＝｛σ（Ａ）：Ａ∈Λ｝．

（３）若对于每一个满足条件σ（Ｐ１）＝Ｐ１，…，σ（Ｐｍ）
＝Ｐｍ（其中Π＝｛Ｐ１，…，Ｐｍ｝为 Ｐ上的一个ｍ划分）的
Ｐ上的置换σ，都有σ（Λ）＝Λ，则称ΛＰ（Ｐ）是Π部
（Πｐａｒｔｉｔｅ）的．

（４）若对于一个 ｍ划分Π，Λ是Π部的，则我们称

ΛＰ（Ｐ）是 ｍ部（ｍｐａｒｔｉｔｅ）的．
（５）Π和Π’分别为 Ｐ上的两个划分，若对于每一

个 Ｐ′ｉ∈Π’都一定存在 Ｐｉ∈Π使得Ｐ′ｉＰｉ，则称划分

Π’是划分Π的一个细分（ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ）．
这些概念［１４］可直接应用于存取结构，因为存取结

构ΓＰ（Ｐ），其中 Ｐ为参与者集合．同样，它们也可直
接应用于拟阵，因为拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）中 ＩＰ（Ｑ）．对于

Ｑ上的一个 ｍ划分Π，若 ＩＰ（Ｑ）或者 ＢＰ（Ｑ）是Π
部的，则称拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）是Π部的．

设Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）是一个连通拟阵，点 ｐ０∈Ｑ，Π ＝
｛Ｐ１，…，Ｐｍ｝和Π０＝｛｛ｐ０｝，Ｐ１，…，Ｐｍ｝分别为集合 Ｐ＝
Ｑ－｛ｐ０｝和集合 Ｑ上的划分，则存取结构Γ＝Γｐ０（Ｍ）
是Π部的当且仅当拟阵Ｍ 是Π０部的．

对于每一个整数 ｍ≥１，考虑集合 Ｊｍ＝｛１，…，ｍ｝．
用ＺＺｍ＋表示向量 ｕ＝（ｕ１，…，ｕｍ）∈ＺＺｍ组成的集合，其中
ｕｉ≥０（ｉ∈Ｊｍ）．设Π＝｛Ｐ１，…，Ｐｍ｝是集合 Ｐ上的一个
划分，对于每一个 ＡＰ和ｉ∈Ｊｍ，定义Πｉ（Ａ）＝｜Ａ∩
Ｐｉ｜，则通过考察Π（Ａ）＝（Π１（Ａ），…，Πｍ（Ａ）），我们得
到划分Π定义了一个映射Π：Ｐ（Ｐ）→ＺＺｍ＋．若ΛＰ（Ｐ）
是Π部的，则 Ａ∈Λ当且仅当Π（Ａ）∈Π（Λ），也就是
说，划分Π和向量集合Π（Λ）ＺＺｍ＋完全确定Λ．

离散多拟阵由Ｈｅｒｚｏｇ在文献［２１］中首次引入，它是
与多部拟阵密切相关的一个概念．因此，在研究理想多
部存取结构的特性时它扮演着十分重要的角色．在介
绍离散多拟阵的概念之前先引入一些符号．设 ｕ，ｖ∈
ＺＺｍ＋，对于每一个 ｉ∈Ｊｍ，若 ｕｉ≤ｖｉ，则称 ｕ≤ｖ．若 ｕ≤ｖ
且ｕ≠ｖ，则称 ｕ＜ｖ．我们定义 ｗ＝ｕ∨ｖ，其中 ｗｉ＝ｍａｘ
（ｕｉ，ｖｉ）．向量 ｕ∈ＺＺｍ＋的模记为｜ｕ｜＝ｕ１＋…＋ｕｍ．对于
每一个子集 ＸＪｍ，ｕ（Ｘ）＝（ｕｉ）ｉ∈Ｘ∈ＺＺ

｜Ｘ｜
＋ 及｜ｕ（Ｘ）｜

＝∑
ｉ∈Ｘ
ｕｉ．

在基础集 Ｊｍ上的一个离散多拟阵是指一个非空
有限的向量集合ＤＺＺｍ＋，它同时满足：

（１）若向量 ｕ∈Ｄ，且向量 ｖ∈ＺＺｍ＋使得 ｖ≤ｕ，则必
有 ｖ∈Ｄ；

（２）对于每一对向量 ｕ，ｖ∈Ｄ，若｜ｕ｜＜｜ｖ｜，则必存
在向量 ｗ∈Ｄ使得ｕ＜ｗ≤ｕ∨ｖ．

由拟阵的无关集的相关公理容易得到下面的命

题，它反映了多部拟阵与离散多拟阵之间的关系．
命题１ 设Π为集合 Ｑ上的一个划分，ＩＰ（Ｑ）

为一个Π部的Ｑ上子集的集合，则 Ｉ为一个Π部拟阵
Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）的所有无关集的集合当且仅当Π（Ｉ）ＺＺｍ＋
为一个离散多拟阵．

离散多拟阵 Ｄ中所有最大的元素都称为Ｄ的基，
即若对于向量 ｕ∈Ｄ，不存在任意向量 ｖ∈Ｄ使得ｕ＜
ｖ，则向量 ｕ是Ｄ的一个基．同拟阵一样，所有的基组成
的集合唯一确定一个离散多拟阵．文献［２１］中证明了以
下的结论．

命题２ 一个非空子集ＢＺＺｍ＋为一个离散多拟阵
的所有基组成的集合当且仅当它同时满足：

（１）Ｂ中所有的元素拥有相等的模；
（２）对于每一对向量 ｕ，ｖ∈Ｂ，若 ｕｉ＞ｖｉ，则必存在
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ｊ∈Ｊｍ使得ｕｊ＜ｖｊ且ｕ－ｅｉ＋ｅｊ∈Ｂ，其中 ｅｉ表示ＺＺｍ的规
范基中的第 ｉ个向量．

由 ｈ（Ｘ）＝ｍａｘ｛｜ｕ（Ｘ）｜：ｕ∈Ｄ｝定义的函数 ｈ：
Ｐ（Ｊｍ）→ＺＺ称为基础集Ｊｍ上的一个离散多拟阵Ｄ的秩
函数．下面的命题是文献［２１］的结论．

命题３ 一个函数 ｈ：Ｐ（Ｊｍ）→ＺＺ为基础集Ｊｍ上的
一个离散多拟阵的秩函数当且仅当它同时满足：

（１）ｈ（φ）＝０；
（２）ｈ是单调递增的：若 ＸＹＪｍ，则 ｈ（Ｘ）≤

ｈ（Ｙ）；
（３）若 Ｘ，ＹＪｍ，则 ｈ（Ｘ∪Ｙ）＋ｈ（Ｘ∩Ｙ）≤ｈ（Ｘ）

＋ｈ（Ｙ）．
此外，一个离散多拟阵 Ｄ的秩函数完全确定Ｄ，即

Ｄ＝｛ｕ∈ＺＺｍ＋：｜ｕ（Ｘ）｜≤ｈ（Ｘ）ｆｏｒａｌｌＸＪｍ｝．
对于基础集 Ｊｍ上的一个离散多拟阵Ｄ以及每一

个ＸＪｍ，定义基础集 Ｘ上的离散多拟阵Ｄ（Ｘ）为 Ｄ
（Ｘ）＝｛ｕ（Ｘ）：ｕ∈Ｄ｝Ｚ｜Ｘ｜＋ （这一概念在本文中将多
次用到）．

设ＫＫ为一个有限域，Ｅ为ＫＫ上的一个向量空间，Ｖ１，
…，Ｖｍ为Ｅ上的ｍ个子空间．不难验证，由 ｈ（Ｘ）＝ｄｉｍ
（∑
ｉ∈Ｘ
Ｖｉ）定义的映射 ｈ：Ｐ（Ｊｍ）→ＺＺ正好是离散多拟阵Ｄ

ＺＺｍ＋的秩函数．此时，我们说 Ｄ是ＫＫ上可表示的，子空
间 Ｖ１，…，Ｖｍ为Ｄ的一个ＫＫ上表示法．下面的命题是文
献［１４］中证明的结论，它反映了可表示的多部拟阵与可
表示的离散多拟阵之间的关系．

命题４ 设Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）为一个Π部的拟阵，Ｄ＝
Π（Ｉ）为其对应的离散多拟阵．若 Ｍ 是ＫＫ上可表示的，
则 Ｄ也是；反之，若 Ｄ是ＫＫ上可表示的，则在ＫＫ的某个
有限延展域上，Ｍ 是可表示的．

３ 一类不可表示的多部拟阵

本节我们将给出并证明一类不可表示的多部拟

阵，即给出了一个离散多拟阵为不可表示的离散多拟

阵的一个充分条件，这对于文献［１４］中给出的开放性问
题，即可表示的离散多拟阵的特性，将是一个新的贡

献．
定理１ 设 ＤＺＺｍ＋为基础集 Ｊｍ上的一个离散多

拟阵，若存在一个真子集 ＸＪｍ使得基础集Ｘ上的离
散多拟阵Ｄ（Ｘ）是一个不可表示的离散多拟阵，其中
Ｄ（Ｘ）＝｛ｕ（Ｘ）：ｕ∈Ｄ｝ＺＺ｜Ｘ｜＋ ，则必有 Ｄ是一个不可
表示的离散多拟阵，与 Ｄ对应的多部拟阵是一个不可
表示的多部拟阵．

证明 设 ＤＺＺｍ＋为基础集 Ｊｍ上的一个离散多拟
阵，存在一个真子集 ＸＪｍ使得基础集Ｘ上的离散多
拟阵Ｄ（Ｘ）是一个不可表示的离散多拟阵，其中 Ｄ（Ｘ）

＝｛ｕ（Ｘ）：ｕ∈Ｄ｝ＺＺ｜Ｘ｜＋ ，假设 Ｄ在某个有限域ＫＫ上是
可表示的，即存在ＫＫ上的一个向量空间Ｅ＝ＫＫｓ，其中 ｓ
＝ｈ（Ｊｍ），使得 Ｅ的ｍ个子空间Ｖ１，…，Ｖｍ为Ｄ的一个
ＫＫ上表示法．设 Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｒ｝，于是与 ＸＪｍ中的元
素对应的子空间分别为 Ｖｘ１，…，Ｖｘｒ．由于 Ｄ（Ｘ）＝
｛ｕ（Ｘ）：ｕ∈Ｄ｝ＺＺ｜Ｘ｜＋ ，于是得到 Ｅ＝ＫＫｓ的ｒ个子空间
Ｖｘ１，…，Ｖｘｒ为Ｄ（Ｘ）的一个ＫＫ上表示法，即 Ｄ（Ｘ）是一个

ＫＫ上可表示的离散多拟阵，这与 Ｄ（Ｘ）是一个不可表示
的离散多拟阵相矛盾，假设错误．因此，Ｄ是一个不可
表示的离散多拟阵，根据命题４，容易得到与 Ｄ对应的
多部拟阵是一个不可表示的多部拟阵，得证．

于是，定理１给出了一个离散多拟阵 ＤＺＺｍ＋为不
可表示的离散多拟阵的充分条件．需要指出的是该充
分条件并不是必要的．例如，对于Ｖａｍｏｓ拟阵来说，设与
Ｖａｍｏｓ拟阵对应的离散多拟阵为 ＤＶ，其基础集为 Ｊ４＝
｛１，２，３，４｝，由文献［１４］可知，基础集 Ｊｍ（ｍ≤３）上所有
的离散多拟阵都是可表示的，因此以每一个子集 ＸＪ４
为基础集的离散多拟阵 ＤＶ（Ｘ）都是可表示的，而 ＤＶ却
是一个不可表示的离散多拟阵．

４ 由Ｖａｍｏｓ拟阵导出的一族不可表示的多部拟阵

本节我们利用向量的线性相关和线性无关性对

Ｖａｍｏｓ拟阵的不可表示性给出了新的证明，然后将定理
３１应用于Ｖａｍｏｓ拟阵得到了一族不可表示的多部拟
阵．

Ｖａｍｏｓ拟阵是第一个被证明为秘密共享不可表示
的拟阵．在文献［１９］中，Ｓｅｙｍｏｕｒ利用图论的知识给出并
证明了Ｖａｍｏｓ拟阵是一个秘密共享不可表示的拟阵．此
后，文献［２０］利用几何学的知识也给出了一个 Ｖａｍｏｓ拟
阵秘密共享不可表示的简短证明．下面我们将利用向
量的线性相关和线性无关性对 Ｖａｍｏｓ拟阵的不可表示
性进行证明．首先给出Ｖａｍｏｓ拟阵的定义．

所谓Ｖａｍｏｓ拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）是指：Ｑ＝｛１，２，３，４，５，
６，７，８｝，所有的四点集合均为拟阵的基除了下列５个四
点集合：｛１，２，３，４｝，｛１，２，５，６｝，｛１，２，７，８｝，｛３，４，５，６｝，
｛３，４，７，８｝．所有的基组成的集合Ｂ唯一确定该拟阵．

命题５ Ｖａｍｏｓ拟阵是一个不可表示的拟阵．
证明 对于 Ｖａｍｏｓ拟阵 Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ），考虑基础集

Ｑ＝｛１，２，３，４，５，６，７，８｝上的一个划分Π０＝｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，
Ｐ４｝，其中 Ｐ１＝｛１，２｝，Ｐ２＝｛３，４｝，Ｐ３＝｛５，６｝，Ｐ４＝｛７，

８｝．容易验证，ＩＰ（Ｑ）是Π０部的，即 Ｖａｍｏｓ拟阵 Ｍ ＝
（Ｑ，Ｉ）是一个四部拟阵．考虑划分Π０定义的映射Π０：
Ｐ（Ｑ）→ＺＺ４＋，我们得到与Ｖａｍｏｓ拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）对应的
离散多拟阵为 ＤＶ＝Π０（Ｉ）．对于每一个非基的四点集
合 Ａ，计算Π０（Ａ），于是得到（２，２，０，０），（２，０，２，０），（２，
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０，０，２），（０，２，２，０），（０，２，０，２）．同样地，对于每一个基
Ｂ，计算Π０（Ｂ），于是得到（１，１，１，１），（１，１，２，０），（１，１，
０，２），（１，２，１，０），（１，２，０，１），（１，０，１，２），（１，０，２，１），（０，
１，１，２），（０，１，２，１），（０，２，１，１），（２，１，０，１），（２，１，１，０），
（２，０，１，１），（０，０，２，２）．容易验证，对于每一个三点集合
Ｃ，必存在一个基 Ｂ使得Π０（Ｃ）＜Π０（Ｂ）．因为Π０（Ｂ）
∈ＤＶ，于是有Π０（Ｃ）∈ＤＶ．因此，Ｖａｍｏｓ拟阵中所有的
三点集都是无关集．

假设在有限域ＫＫ上存在一个矩阵Ｍ能够表示 Ｖａ
ｍｏｓ拟阵，设每一个点 ｉ∈Ｑ对应矩阵 Ｍ的列向量ｖｉ．显
然，Ｍ的所有列向量都是非零向量，因为 Ｍ的任意三
个列向量都是线性无关的．同时，Ｍ的任意四个列向量
都是线性无关的除了（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４），（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ６），
（ｖ１，ｖ２，ｖ７，ｖ８），（ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６），（ｖ３，ｖ４，ｖ７，ｖ８）．考虑这五
个线性相关的向量组，对于其中任意一个向量组来说，

其中任意三个列向量都是线性无关的，因此在有限域ＫＫ
上，每一个向量都可由其他三个向量唯一的线性表示．
以下的运算都是在有限域ＫＫ上进行的：

对于向量组（ｖ１，ｖ２，ｖ７，ｖ８），设
ｖ８＝ａ１ｖ１＋ａ２ｖ２＋ａ７ｖ７ （１）

对于向量组（ｖ３，ｖ４，ｖ７，ｖ８），设
ｖ８＝ａ３ｖ３＋ａ４ｖ４＋ａ７’ｖ７ （２）

其中 ａ１，ａ２，ａ７，ａ３，ａ４，ａ′７∈ＫＫ，
并且 ａ１，ａ２，ａ７，ａ３，ａ４，ａ７’≠０．

联立等式（１）、（２），有
（ａ′７－ａ７）ｖ７＝ａ１ｖ１＋ａ２ｖ２－ａ３ｖ３－ａ４ｖ４ （３）

对于向量组（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４），设
ｖ４＝ｂ１ｖ１＋ｂ２ｖ２＋ｂ３ｖ３ （４）

其中 ｂ１，ｂ２，ｂ３∈ＫＫ，并且 ｂ１，ｂ２，ｂ３∈ＫＫ．
如果在等式（３）中（ａ′７－ａ７）≠０，联立等式（３）、（４），

我们得到（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ７）是线性相关的，这与｛１，２，３，７｝
为Ｖａｍｏｓ拟阵的一个基相矛盾，因此，在等式（３）中必有
（ａ′７－ａ７）＝０，即 ａ′７＝ａ７．于是我们得到：

ａ１ｖ１＋ａ２ｖ２＝ａ３ｖ３＋ａ４ｖ４ （５）
对于向量组（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ６），设

ｖ６＝ｃ１ｖ１＋ｃ２ｖ２＋ｃ５ｖ５ （６）
对于向量组（ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６），设

ｖ６＝ｃ３ｖ３＋ｃ４ｖ４＋ｃ′５ｖ５ （７）
同理，我们能够得到 ｃ５＝ｃ′５以及

ｃ１ｖ１＋ｃ２ｖ２＝ｃ３ｖ３＋ｃ４ｖ４ （８）
计算等式 ｃ１（５）－ａ１（８），有：

（ａ２ｃ１－ａ１ｃ２）ｖ２＝（ａ３ｃ１－ａ１ｃ３）ｖ３＋（ａ４ｃ１－ａ１ｃ４）ｖ４
（９）

因为（ｖ２，ｖ３，ｖ４）是线性无关的，于是有：
ａ２ｃ１－ａ１ｃ２＝０ （１０）

计算等式 ｃ１（１）－ａ１（６），有：
ｃ１ｖ８－ａ１ｖ６＝（ａ２ｃ１－ａ１ｃ２）ｖ２＋ａ７ｃ１ｖ７－ａ１ｃ５ｖ５ （１１）
联立等式（１０）、（１１），有：

ｃ１ｖ８－ａ１ｖ６＝ａ７ｃ１ｖ７－ａ１ｃ５ｖ５ （１２）
因为 ａ１，ｃ１，ａ７，ｃ５≠０，由等式（１２）我们得到（ｖ５，

ｖ６，ｖ７，ｖ８）是线性相关的，这与｛５，６，７，８｝为 Ｖａｍｏｓ拟阵
的一个基相矛盾．因此，假设错误，在有限域上不可能
存在一个矩阵能够表示Ｖａｍｏｓ拟阵，即Ｖａｍｏｓ拟阵是一
个不可表示的拟阵，得证．

根据多部拟阵与离散多拟阵之间的关系，对于 Ｖａ
ｍｏｓ拟阵Ｍ ＝（Ｑ，Ｉ）来说，通过基础集Ｑ＝｛１，２，３，４，５，
６，７，８｝上的一个划分Π０＝｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４｝，其中 Ｐ１＝
｛１，２｝，Ｐ２＝｛３，４｝，Ｐ３＝｛５，６｝，Ｐ４＝｛７，８｝，以及该划分

Π０定义的映射，我们可以得到与 Ｖａｍｏｓ拟阵 Ｍ ＝（Ｑ，

Ｉ）对应的离散多拟阵 ＤＶ＝Π０（Ｉ）．由定理１可知，对于
任意一个基础集 Ｊｍ上的离散多拟阵Ｄ来说，如果存在
一个真子集 ＸＪｍ，其中｜Ｘ｜＝４，使得 Ｄ（Ｘ）＝ＤＶ，则
Ｄ必是一个不可表示的离散多拟阵，于是与 Ｄ对应的
多部拟阵是一个不可表示的多部拟阵．由此可见，由
Ｖａｍｏｓ拟阵可以导出一族不可表示的多部拟阵，我们称
之为Ｖａｍｏｓ家族 ＦＤＶ＝｛ＤＺＺ

ｍ
＋：Ｄ（Ｘ）＝ＤＶ，ＸＪｍ且

｜Ｘ｜＝４｝，其中的每一个离散多拟阵都是不可表示的．

５ 结论

根据多部拟阵与离散多拟阵之间的对应关系，本

文给出并证明了离散多拟阵为不可表示的一个充分条

件．当我们把这一结论应用于 Ｖａｍｏｓ拟阵时，于是得到
了一族不可表示的多部拟阵（即Ｖａｍｏｓ家族），同时文中
利用向量的线性相关和线性无关性给出了 Ｖａｍｏｓ拟阵
为不可表示的新的证明．这些结论对于 ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ’０７
上给出的开放性问题，即可表示的离散多拟阵具有的

特性，将是一个新的贡献．
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崔国华（通信作者） 男，１９４７年生于湖北
武汉，博士，华中科技大学计算机科学与技术学

院教授，博士生导师，主要研究领域为信息安全，

算法分析，数值分析．
Ｅｍａｉｌ：ｃｇｈ３９８６＠１６３．ｃｏｍ

程 琦 男，１９７７年生于湖北应城，华中科
技大学计算机科学与技术学院硕士，工程师，主

要研究领域为秘密共享、网络安全．

张 志 女，１９７７年生于湖北武汉，副教
授，华中科技大学计算机科学与技术学院博士

生，主要研究领域为网络安全、数字签名．
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